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ABSTRACT.  Strong and weak type Hardy-Littlewood-Sobolev inequalities are 

presented in this survey  paper for Morrey spaces over Euclidean spaces, Morrey spaces 

over metric spaces, and Morrey spaces over hypergroups.The Eucidean and metric 

spaces are equipped with doubling or non doubling measures; meanwhile the doubling 

measures in hypergroups also satisfy the condition of upper Ahlfors n-reguler by identity  

Keywords. Doubling measure, Morrey spaces, strong tipe inequality, weak type 

inequality,  

 

ABSTRAK.  Pada makalah survei ini disajikan ketaksamaan Hardy-Littlewood-

Sobolev, baik tipe kuat maupun tipe lemah, di ruang Morrey atas ruang Euclid, atas ruang 

metrik, dan atas hipergrup. Ukuran yang digunakan pada ruang Euclid dan ruang metrik 

dapat berupa ukuran doubling atau non-doubling. Ukuran doubling yang digunakan pada 

hipergrup juga memenuhi kondisi upper Ahlfors n-reguler oleh identitas. 

Kata Kunci. Ukuran doubling, ruang Morrey, ketaksamaan tipe kuat, 

ketaksamaan tipe lemah. 

 

1. PENDAHULUAN 

Pada bidang persamaan diferensial parsial dikenal persamaan Poisson  

       

Solusi dari persamaan Poisson di ruang Euclid berdimensi tiga,     mempunyai 

solusi  

 ( )  (  )   ( )   ∫
 ( )

|   |  
    

(Evans, 1998). Perumuman dari solusi persamaan Poisson di    diberikan oleh 

   ( )  ∫
 ( )

|   |     
    

 

 (1) 

untuk  sembarang bilangan positif   yang kurang dari n. Perumuman dari solusi 

persamaan Poisson dikenal dengan nama potensial Riesz atau operator integral 
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fraksional. Potensial Riesz merupakan pengembangan dari potensial Newton 

(Riesz, 1949). Nilai dari integral pada persamaan (1) tidak dapat dihitung secara 

eksak, tetapi nilai hampirannya dapat dihitung menggunakan metode numerik. 

Nilai hampiran dijamin ada apabila potential Riesz memenuhi ketaksamaan tipe 

kuat. Operator yang memenuhi ketaksamaan tipe kuat sering disebut sebagai 

operator yang terbatas (bounded). Selain ketaksamaan tipe kuat untuk potensial 

Riesz, dikenal juga ketaksaman tipe lemah. Ketaksamaan ini menggambarkan 

ukuran dari distribusi fungsi yang terlibat pada potensial Riesz. Untuk potensial 

Riesz, ketaksamaan tipe kuat dan tipe lemah  pertama kali dikaji di ruang 

Lebesgue atas ruang Euclid menggunakan ukuran doubling oleh Hardy dan 

Littlewood (1927; 1932), serta Sobolev (1938).  

Teorema 1 Jika             dan 
 

 
 
 

 
 
 

 
   maka terdapat konstanta 

1 2, 0C C   sehingga 

(i) ‖  ‖  (  )    ‖ ‖  (  )  

(ii)  (*  |  |   +)    (
‖ ‖

  (  )

 
)

 

  untuk semua bilangan riil      

Ketaksamaan (i) disebut ketaksamaan Hardy-Littlewood-Sobolev tipe kuat  untuk 

potensial Riesz di ruang Lebesgue atas ruang Euclid, sedangkan ketaksamaan (ii) 

disebut ketaksamaan Hardy-Littlewood-Sobolev tipe lemah-(1, q) untuk potensial 

Riesz  di ruang Lebesgue atas ruang Euclid. Pada ketaksamaan tersebut, ukuran 

doubling   memenuhi 

 ( (    ))    ( (   )) 

untuk sembarang bola dengan pusat x dan jari-jari r, serta suatu konstanta positif 

C yang tidak bergantung pada r.  Ruang Lebesgue   (  ) (untuk      ) 

adalah himpunan fungsi dengan norma 

‖ ‖  (  )  (∫ | ( )| 

  
)

   

    

Ketaksamaan Hardy-Littlewood-Sobolev selanjutnya dikembangkan oleh 

para peneliti ke berbagai ruang fungsi. Pada makalah ini, ekstensi dari 
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ketaksamaan Hardy-Littlewood-Sobolev akan disajikan untuk ruang fungsi yang 

dikenal dengan nama ruang Morrey, baik ruang Morrey atas ruang Euclid, ruang 

Morrey atas ruang metrik, maupun ruang Morrey atas hipergrup. 

 

2. KETAKSAMAAN HARDY-LITTLEWOOD-SOBOLEV DI RUANG 

MORREY ATAS RUANG EUCLID 

Fungsi-fungsi yang berada di ruang Lebesgue atas ruang Euclid hanya 

fungsi-fungsi yang menghilang di tak hingga.  Perumuman dari ruang Lebesgue 

atas ruang Euclid yang memuat fungsi yang terintegralkan secara lokal dan 

menghilang di tak hingga adalah ruang Morrey atas ruang Euclid     (  ) untuk 

      dan         Pada ruang ini, norma fungsi memenuhi   

‖ ‖    (  )     
        

(
 

  
∫ | ( )|   
 (   )

)

   

     

Ruang Morrey, yang diperkenalkan oleh Morrey (1940),  mengakomodasi sifat 

global fungsi yang tidak diakomodasi oleh ruang Lebesgue. Dari norma fungsi 

pada ruang Morrey, tampak bahwa ruang Lebesgue merupakan kasus khusus dari 

ruang Morrey. Ekstensi dari ketaksamaan Hardy-Littlewood-Sobolev ke ruang 

Morrey atas ruang Euclid dengan ukuran doubling dapat dilihat pada  (Peetre, 

1969; Adams, 1975; Chiarenza and Frasca, 1987; Eridani, dkk., 2009); 

sedangkan ekstensi dari ketaksamaan Hardy-Littlewood-Sobolev di ruang Morrey 

yang diperumum atas ruang Euclid dengan ukuran doubling dapat dilihat pada 

(Nakai, 1994; Kurata, dkk., 2002). Salah satu ketaksamaan Hardy-Littlewood-

Sobolev tipe kuat di ruang Morrey diberikan dalam teorema berikut.  

Teorema 2. (Adams, 1975) Untuk     
 

 
 dan           Riesz 

potensial    terbatas dari     (  ) ke     (  )  yaitu operator Riesz memenuhi 

ketaksamaan 

‖   ‖    (  )  ‖ ‖    (  )  

apabila  
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Hasil Adams (1975) ini lebih kuat dibandingkan dengan hasil Spanne pada 

(Peetre, 1969), yaitu potensial Riesz    terbatas dari ruang Lebesgue     (  ) ke 

       (  ) apabila     
 

 
  
 

 
 
 

 
 
 

 
   dan         Bukti dari Spanne 

melibatkan ketaksamaan tipe kuat dari potensial Riesz    di ruang Lebesgue, 

sedangkan bukti dari Adams melibatkan ketaksamaan tipe kuat dari operator 

maksimal di ruang Morrey. Hasil Adams diaplikasikan oleh Olsen (1995) dalam 

kajiannya mengenai operator Schrödinger yang diperturbasi.  

Dengan diperkenalkannya ukuran non-doubling  

 ( (   ))      

(untuk       ) oleh  Nazarov, dkk. (1998), serta Tolsa (1998), sejumlah 

peneliti termotivasi  untuk menyelidiki keberlakuan dari ketaksamaan Hardy-

Littlewood-Sobolev di ruang yang dilengkapi dengan ukuran non-doubling. 

Dengan memodifikasi definisi dari potensial Riesz menjadi  

  
  ( )  ∫

 ( )

|   |     
   ( )              

Garcia-Cuerva  dan Martell (2001) membuktikan keberlakuan ketaksamaan 

Hardy-Littlewood-Sobolev (tipe lemah maupun tipe kuat) di ruang Lebesgue atas 

ruang Euclid dengan ukuran non-doubling. Hasil dari  Garcia-Cuerva  dan Martell 

(2001)  mendasari ekstensi dari ketaksamaan Hardy-Littlewood-Sobolev di ruang 

Morrey maupun ruang Morrey yang diperumum atas ruang Euclid untuk ukuran 

non-doubling, yang dapat dilihat antara lain pada (Hakim dan Gunawan, 2013; 

Gunawan, dkk., 2009; Sawano, 2008; Sawano dan Tanaka, 2006; Sawano, dkk., 

2006; Sawano dan Shimomura,  2013; Sihwaningrum, dkk., 2010; Sihwaningrum, 

dkk., 2012).  

 

3. KETAKSAMAAN HARDY-LITTLEWOOD-SOBOLEV DI RUANG 

MORREY ATAS RUANG METRIK 

Ekstensi dari ketaksamaan Hardy-Littelwood-Sobolev ke ruang metrik 

didasarkan pada fakta bahwa ruang Euclid yang dilengkapi dengan metrik tertentu 
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hanya merupakan salah satu contoh dari ruang metrik. Dengan mendefiniskan 

potensial Riesz sebagai 

  
  ( )  ∫

 ( )

 (   )    

   ( )              

Garcia-Cuerva and Gatto (2004)  membuktikan keberlakuan ketaksamaan Hardy-

Littlewood-Sobolev (tipe lemah dan tipe kuat) di ruang Lebesgue atas ruang 

metrik dengan ukuran non-doubling. Esktensi dari hasil Garcia-Cuerva and Gatto 

(2004)   di ruang Morrey dan ruang Morrey yang diperumum atas ruang metrik 

dengan ukuran non-doubling diberikan antara lain dalam (Gunawan, dkk., 2013; 

Sihwaningrum dan Sawano, 2013; Sihwaningrum, dkk., 2015; Sihwaningrum, 

2016; Sihwaningrum dan Gunawan, 2016;   Sihwaningrum, dkk., 2018). 

Ketaksamaan Hardy-Littlewood-Sobolev tipe lemah-(p, q) di ruang Morrey 

disajikan pada teorema berikut.  

Teorema 3 (Sihwaningrum, 2016) Misalkan               and 

      
  

 
  Jika 

 

 
 
 

 
 

 

 (   )
  maka 

 (*   (   ) |  
  ( )|   +)      (

‖ ‖    ( )

 
)

 

  

 

4. KETAKSAMAAN HARDY-LITTLEWOOD-SOBOLEV DI RUANG 

MORREY ATAS HIPERGRUP 

Ruang kuasi metrik yang dilengkapi dengan sifat-sifat tertentu merupakan 

hipergrup. Dengan mendefinisikan potensial Riesz sebagai 

   ( )  ∫
   (  )

 (   )    

   ( )   

Hajibayov (2015) membuktikan bahwa ketaksamaan Hardy-Littlewoood-Sobolev 

berlaku di ruang Lebesgue atas hipergrup komutatif. Di ruang Morrey atas 

hipergrup     ( )  dengan 
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‖ ‖    ( )     
        

(

 
  

( ( (    )))

 
 

∫ | ( )| 

 (   )

  ( )

)

 
 

   

     

diperoleh hasil berikut.  

Teorema 4 (Sihwaningrum, dkk., 2020b) Jika diberikan           
 

 
  

dan   
 

 
 
 

 
  maka diperoleh 

 (*   (   ) |   ( )|   +)   (
    ‖ ‖    ( )

 
)

 

  

Teorema 5 (Sihwaningrum, dkk., 2020b)  Misalkan               dan 

    
 

 
  Misalkan juga ukuran   adalah ukuran upper Ahlfors n-reguler oleh 

identitas. Jika 
 

 
 
 

 
 dan   

 

 
 
 

 
  maka potensial Riesz terbatas dari ruang 

Morrey     ( )  ke ruang Morrey      ( ). 

Keterbatasan (ketaksamaan tipe kuat Hardy-Littewood-Sobolev) dari potensial 

Riesz pada Teorema 5 mengacu pada (Petree, 1969). Hasil lain yang mengacu 

pada (Adams, 1975) disajikan pada (Sihwaningrum, dkk., 2020a). 

 

5. KESIMPULAN DAN SARAN 

Ekstensi dari ketaksamaan Hardy-Litllewood-Sobolev di ruang Morrey 

atas ruang metrik maupun di ruang Morrey atas hipergrup selalu mengacu pada 

hasil Spanne dalam (Petree, 1969) atau Adams (1975). Pembuktian ketaksamaan 

yang mengacu pada hasil Spanne lebih sederhana daripada pembuktian 

ketaksamaan yang mengacu pada hasil Adams. Selain memerlukan hasil 

ketaksamaan tipe kuat (atau lemah) dari operator maksimal di ruang Morrey, 

ketaksamaan yang mengacu pada hasil Adams juga memerlukan ketaksamaan 

Hedberg.  Hasil penelitian mengenai ketaksamaan Hardy-Littlewood-Sobolev di 

ruang Morrey atas hipergrup masih dapat dikembangkan ke ruang Morrey yang 

diperumum atas hipergrup.  
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