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ABSTRACT. This research aims to study the existence and uniqueness of a solution to 

fractional Black-Scholes equation. The method used is continuous Lipschitz mapping, 

Fixed Point Theorem, and the existence of a solution to the second type of fractional 

Voltera integral equation. The derivative operator used is Riemann-Liouville operator. 

The result obtained is that the solution to fractional Black-Scholes equation exists 

uniquely. 

Keywords. fractional Black-Scholes equation, continuous Lipschitz mapping, fractional 

Voltera integral equation, Riemann-Liouville operator. 

 

ABSTRAK.  Tujuan penelitian ini adalah menentukan eksistensi dan ketunggalan solusi 

persamaan Black-Scholes Fraksional. Metode yang digunakan adalah pemetaan Lipschitz 

kontinu, teorema titik tetap dan eksisitensi solusi dari persamaan Integral Voltera 

fraksional jenis kedua. Sedangkan operator turunan yang digunakan adalah operator 

Riemann- Liouville. Hasil yang diperoleh adalah terjaminnya eksisitensi dan ketunggalan 

solusi dari persamaan Black-Scholes Fraksional 

Kata Kunci: persamaan Black-Scholes fraksional, pemetaaan Leipschits 

kontinu,persamaan integral Volterra fraksional, operator Riemann- Liouville 

 

1. PENDAHULUAN 

Fisher Black dan Myron Scholes pada tahun 1973 merumuskan suatu 

metode untuk menetapkan harga opsi. Metode tersebut dikenal dengan metode 
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Black-Scholes. Dalam perkembanganya metode Black-Scholes untuk menentukan 

harga opsi, tidak hanya menjadi permasalahan dalam bidang matematika 

keuangan dan ekonomi saja, tetapi sudah berkembang juga untuk bidang 

matematika. Hal ini sangat wajar, karena persamaan Black-Scholes menggunakan 

model persamaan diferensial parsial. Dalam hal ini untuk mencari solusi dari 

persamaan diferensial parsial bukanlah suatu pekerjaan yang mudah. Untuk 

mencari solusi dari persamaan Black-Scholes dapat menggunakan teori integral 

Ito (Khaerudin & Massaresse, 2008), Transformasi Fourier (Kumar,Yildirin & 

Khan, 2012) atau secara numerik dengan menggunakan metode beda hingga 

(Siswanto, dkk, 2014). Berdasarkan solusi yang diperoleh tersebut, kemudaian 

dapat ditentukan formula opsi put dan opsi call. 

 Berdasarkan persamaan Black-Scholes tersebut, kemudian dikembangkan 

oleh ahli matematika menjadi persamaan Black-Scholes fraksional. Dalam hal ini 

persamaan Black-Scholes merupakan kasus khusus dari persamaan Black-Scholes 

fraksional. Beberapa  metode untuk mencari solusi persamaan Black Scholes 

fraksional adalah transformasi Sumudu, metode perturbasi homotopi, metode 

dekomposisi Adomian, Metode dekomposisi Adomian Laplace, dan metode 

transformasi diferensial. Pada hasil penelitian Taib, dkk. (2013),  penyelesaian 

persaamaan Black-Scholes fraksional dilakukan dengan menggunakan  gabungan 

antara metode perturbasi homotopi, metode transformasi Sumudu dan polinomial 

He’s untuk menentukan solusi persamaan Black-Scholes fraksional. Penyelesaian 

persamaan Black-Scholes fraksional dapat  dilakukan dengan menggunakan 

metode dekomposisi deret (Ghaedahari & Ranjbar, 2015). Menurut Khan dan 

Anyari((2016), penentuan solusi dari persamaan Black-Scholes fraksional 

diperoleh dengan menggunakan gabungan transformasi Sumudu dan kalkulus 

fraksional. Pada tahun 2018, Yavus dan Necati menyelesaikan persamaan Black-

Scholes fraksional dengan menggunakan metode dekomposisi Adomian. Pada 

tahun 2019, Kaya dan Yilmas, menyelesaikan persamaan diferensial parsial 

dengan menggunakan sifat sifat transformasi Sumudu. Pada tahun yang sama,  

Uddin dan Taufiq mengunakan gabungan metode transformasi Laplace dan 

metode kernel radial untuk menentukan solusi dari persamaan Black-Scholes 



Solusi Persamaan Black-Scholes Fraksional                                                                      67 

 

 

fraksional. Berdasarkan  beberapa penelitian di atas solusi analitik dari persamaan 

Black-Scholes fraksional merupakan  deret tak hingga  fungsi Mittag-Lefler.  

 

2. METODE PENELITIAN 

Penelitian ini menggunakan studi literatur pada jurnal yang berkaitan 

dengan solusi persamaan fraksional Black-Scholes untuk membuktikan adanya 

masalah yang berkaitan dengan solusi persamaan fraksional Black-Scholes 

berdasarkan operator Riemann-Liouville. Untuk membuktikan eksistensi dan 

ketunggalan solusi untuk persamaan Black-Scholes fraksional, mengguakan teori 

titik tetap, pemetaan Lipschitz kontinu dan pemetaan kontaktif. 

 

3. HASIL DAN PEMBAHASAN 

Persamaan Black-Scholes fraksional adalah persamaan berbentuk  

   

   
+
   

 

   

   
+ ( ) 

  

  
  ( )        

dengan (    )    (   ),       (Khan & Ansari, 2016). Berdasarkan 

persamaan di atas,   (   ) adalah nilai opsi Eropa pada saat harga aset adalah 

  dan pada waktu    sedangkan   adalah maturity,  ( ) bunga bebas resiko dan 

 (   ) menunjukkan fungsi volalitas dari aset dasar (underlying asset) 

(Ghaedahari & Ranjbar, 2015). Fungsi payoff dinyatakan sebagai 

  (   )=    (     ),   (    )=    (     ),  dengan    dan     harga dari 

opsi call  dan opsi put Eropa, sedangkan   adalah exercise price untuk opsi (Khan 

& Ansari, 2016). Arti simbol simbol yang ada didalam persamaan Black-Scholes 

fraksional adalah sama sama seperti pada persamaan Black-Scholes. Perbedaanya 

terletak pada orde turunan parsial   terhadap   pada persamaan Black-Scholes 

adalah    , sedangkan pada persamaan Black Scholes fraksional adalah   

dengan      . 

 

Definisi 2.1. (Operator integral fraksional Riemann-Liouville) (Khan  & Ansari, 

2016). Operator integral fraksional Riemann-Liouville berorde   dari fungsi 

 ( )     dengan      didefinisikan sebagai berikut: 
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Definisi 2.2. (Kreyszeig, 1978) Diberikan   (   ) ruang metrik. Pemetaan 

      disebut dengan kontraksi pada   jika terdapat bilangan real positip 

    sedemikian sehingga untuk setiap       berlaku 

 (     )    (   ) 

 

Teorema 2.2. (Kreyszeig, 1978) Diberikan   (   ) ruang metrik. Jika   

lengkap  dan       kontraksi pada   maka   memiliki satu titik tetap. 

 

Teorema 2.3.  (Atangana, 2013) Jika  ( )  (     ) kontinu di         

         dan kernel  (     ) memenuhi kondisi Lipschitz, yaitu 

‖ (      )   (      )‖   ‖     ‖, maka persamaan integral Volterra 

fraksional jenis kedua  

 ( )   ( )  
 

 ( )
∫ (   )   , (     ( )-  
 

 

 

memiliki solusi tunggal. 

 

Teorema 2.4. (Eksistensi dan Ketunggalan solusi ) Persamaan Black-Scholes 

fraksional   

   

   
 
   

   
 (   )

  

  
    

dengan menggunakan operator integral fraksional Riemann-Liouville memiliki 

solusi tunggal .  

Bukti. Bukti eksistensi dan ketunggalan solusi menggunakan ide pembuktian 

Teorema 2.3. Perhatikan bahwa  
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  (   )

  

  
   ) 
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‖ (    (   )   (    (   ))‖
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(     )‖}  

 sehingga diperoleh 
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                            *         (   )  +‖     ‖  

dengan              . Berdasarkan ketidaksamaan di atas disimpulkan bahwa 

 (   (   ) kontinu Lipschitz.  

Karena   (   (   ) kontinu Lipschitz, sehingga diperoleh 
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Didefinisikan    dengan  
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Karena   kontinu Lipschitz, terdapat     sedemikian sehingga  
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Didefinisikan nilai awal      

    (   ) 

dengan    fungsi kontinu, sehingga diperoleh  

 (   )   ( )  ∑  (   )

 

   

  

Jelas bahwa   merupakan fungsi kontinu. Sekarang cukup ditunjukkan bahwa 

 (   ) adalah persamaan integral Volterra jenis kedua. Didefinisikan  (   ) 

dengan 

     (   )    (   )    (    
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atau 
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Dengan mengambil limit untuk     , diperoleh ‖  (   )‖    dan  
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 (   )   ( )  
 

 ( )
∫ (   )   
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memiliki solusi tunggal. 

 

4.  KESIMPULAN DAN SARAN 

Berdasarkan uraian di atas, dapat disimpulkan bahwa persamaan Black-Scholes 

Fraksional memiliki jaminan eksistensi dan ketunggalan solusi. Solusi persamaan 

Black-Scholes Fraksional merupakan suatu titik tetap.  
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