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ABSTRACT.  This study aims to determine the detour spectrum and the detour index 

from the diamond graph Brn. The detour matrix of a graph G is a symmetric matrix whose 

entries are the length of the longest path from the i-th vertex to the j-th vertex. The detour 

spectrum is the set of eigenvalues and multiplicity obtained from the detour matrix. The 

detour index is the half sum of the elements of the detour matrix. Determination of the 

detour spectrum begins by determining the characteristic polynomial of a diamond graph 

of Brn with n ≥ 3. The results show that the characteristic polynomial of a diamond graph 

of Brn with n ≥ 3 is  ( )  (  (    ) )(  (    ))
    

. Furthermore, the 

detour spectrum of the diamond graph Brn with n ≥ 3 is 

      (   )  [
(    )  (    )

 (    )
]. This study also obtained the detour index of 

diamond graph Brn with n ≥ 3 is  (   )   (    )
 . 

Keywords: characteristic polynomial, detour spectrum, detour index, diamond graph. 

 

ABSTRAK.  Penelitian ini bertujuan untuk menentukan spektrum detour dan indeks 

detour dari graf berlian Brn. Matriks detour suatu graf G adalah matriks simetris yang 

entri-entrinya merupakan panjang lintasan terpanjang dari simpul ke-i sampai simpul ke-j. 

Spektrum detour adalah kumpulan nilai eigen dan multiplisitas yang diperoleh dari 

matriks detour. Indeks detour adalah setengah dari jumlah entri-entri pada matriks detour. 

Penentuan spektrum detour diawali dengan menentukan polinomial karakteristik dari graf 

berlian Brn dengan n ≥ 3. Hasil penelitian menunjukkan bahwa polinomial karakteristik 

dari graf berlian Brn dengan n ≥ 3 adalah  ( )  (  (    ) )(  (    ))
    

. 

Selanjutnya, diperoleh spektrum detour dari graf berlian Brn dengan n ≥ 3, yaitu 

      (   )  [
(    )  (    )

 (    )
]. Pada penelitian ini juga diperoleh indeks 

detour dari graf berlian Brn dengan n ≥ 3, yaitu  (   )   (    )
 . 

Kata kunci: polinomial karakteristik, spektrum detour, indeks detour, graf berlian. 
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1. PENDAHULUAN 

Teori graf merupakan salah satu cabang ilmu matematika yang muncul 

pertama kali melalui tulisan Euler pada tahun 1736. Tulisan Euler berisi tentang 

pemecahan masalah jembatan Konigsberg di Eropa. Euler mengatasi masalah 

tersebut dengan memodelkannya ke dalam bentuk graf. Menurut Rosen 

(2012:641), suatu graf G terdiri dari V(G) dan E(G) dengan V(G) merupakan 

himpunan dari elemen-elemen yang disebut simpul (vertices) dan E(G) 

merupakan himpunan elemen-elemen yang disebut sisi (edges) yang 

menghubungkan sepasang simpul pada graf. Simpul-simpul pada graf dinyatakan 

dalam bentuk titik atau noktah dan sisi-sisi pada graf dinyatakan dalam bentuk 

garis.  

Graf G dapat direpresentasikan ke dalam suatu matriks. Salah satu matriks 

yang dapat merepresentasikan graf adalah matriks detour. Matriks detour adalah 

matriks yang elemen-elemennya merupakan panjang lintasan terpanjang dari 

simpul yang satu ke simpul yang lain (Ayyaswamy dan Balachandran, 2010).   

Sifat-sifat aljabar dalam representasi matriks pada suatu graf dapat 

dikaitkan dengan polinomial karakteristik, nilai eigen, dan vektor eigen. Salah 

satu permasalahan yang muncul dalam kajian aljabar dan teori graf adalah 

menentukan spektrum graf. Spektrum suatu graf merupakan kumpulan nilai eigen 

dengan multiplisitasnya (Biggs, 1993:8). Spektrum yang diperoleh dari matriks 

detour pada suatu graf disebut sebagai spektrum detour atau       ( )  Jika 

matriks detour memiliki bentuk simetris, maka semua nilai eigen adalah bilangan 

riil. Jika µ1 ≥ µ2 ≥ … ≥ µg adalah nilai eigen berbeda dan m1, m2, …, mg 

merupakan multiplisitasnya, maka spektrum detour pada suatu graf dapat 

dituliskan sebagai berikut (Ayyaswamy dan Balachandran, 2010):  

      ( )  *
    
    

   
   

+. 

Indeks detour juga dapat diperoleh dari matriks detour. Indeks detour yang 

dinotasikan dengan  ( ) didefinisikan sebagai setengah dari jumlah elemen-

elemen pada matriks detour (Gayathri dan Ragavan, 2019). Indeks detour dapat 

ditulis sebagai berikut: 
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 ( )  
 

 
∑    

 

     

 

Penelitian tentang spektrum detour pada graf sebelumnya telah dilakukan 

oleh Dewi (2011), dan Abdy dkk (2020). Pada penelitiannya, Dewi (2011) 

mengkaji spektrum detour dari graf n-partisi komplit (Kn,n+1,n+2,…,n+m) dengan n ≥ 2 

dan m ≥ 1. Abdy dkk (2020) meneliti bentuk umum spektrum detour dari graf 

roda (Wn) dengan n + 1 titik yang diperoleh dari representasi matriks detour pada 

graf tersebut. Penelitian ini bertujuan untuk menentukan bentuk umum spektrum 

detour dan indeks detour dari graf berlian dengan n ≥ 3 dan n bilangan asli. 

 

2. METODE PENELITIAN 

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah studi pustaka. 

Penelitian ini dilakukan untuk mengkaji bentuk umum spektrum detour dan 

indeks detour dari graf berlian (Brn) dengan n ≥ 3. Adapun langkah-langkah 

dalam penelitian ini adalah sebagai berikut: 

1. Menggambar bentuk graf berlian (Brn) dengan n ≥ 3.  

2. Menentukan matriks detour dari graf berlian (Brn) dengan n ≥ 3. 

3. Menentukan polinomial karakteristik dari graf berlian (Brn) dengan n ≥ 3 

untuk memperoleh nilai eigen dan multiplisitasnya, serta menentukan indeks 

detournya. 

4. Merumuskan bentuk umum spektrum detour dan indeks detour dari graf 

berlian (Brn) dengan n ≥ 3. 

 

3. HASIL DAN PEMBAHASAN 

Graf berlian merupakan graf yang memiliki simpul sebanyak 2n. Menurut 

Syafnur dkk. (2018), graf berlian dengan n ≥ 3 dinotasikan Brn memiliki simpul 

dan sisi yang didefinisikan sebagai berikut: 

 (   )  * +  *  |     +  *  |       + 

 (   )  *   |     +  *      |       +  *      |       +

 *    |       +  *      |       + 
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Gambar 1 Graf Berlian (Brn) 

Pembahasan bentuk umum spektrum detour dan indeks detour dari graf 

berlian Brn dibatasi pada n ≥ 3 dan n bilangan asli. Sebelumnya, akan dilihat pola 

polinomial karakteristik dan indeks detour pada graf berlian Br3, Br4, Br5, dan Br6. 

1. Graf Berlian Br3 

Graf berlian Br3 dapat dilihat pada Gambar 2. 

 
Gambar 2 Graf berlian Br3 

Berdasarkan Gambar 2, matriks detour dari graf berlian Br3 adalah sebagai 

berikut: 

  (   )  

[
 
 
 
 
 
      
      
      
      
      
      ]

 
 
 
 
 

  

Persamaan polinomial karakteristik graf berlian Br3, yaitu: 

 (     )  (    )(   )
   

Indeks detour graf berlian Br3 adalah: 

 (   )  
 

 
∑    
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2. Graf Berlian Br4 

Graf berlian Br4 dapat dilihat pada Gambar 3. 

 
Gambar 3 Graf berlian Br4 

Berdasarkan Gambar 3, matriks detour dari graf berlian Br4 adalah sebagai 

berikut: 

  (   )  

[
 
 
 
 
 
 
 
        
        
        
        
        
        
        
        ]

 
 
 
 
 
 
 

  

Persamaan polinomial karakteristik graf berlian Br4, yaitu: 

 (     )  (    )(   )
   

Indeks detour graf berlian Br4 adalah: 

 (   )  
 

 
∑    

 

     

 
 

 
          

3. Graf Berlian Br5 

Graf berlian Br5 dapat dilihat pada Gambar 4. 

 
Gambar 4 Graf berlian Br5 

Berdasarkan Gambar 4, matriks detour dari graf berlian Br5 adalah sebagai 

berikut 
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  (   )  

   
   
   
   
  
  
  
  
  
 [
 
 
 
 
 
 
 
 
 
          
          
          
          
          
          
          
          
          
          ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

Persamaan polinomial karakteristik graf berlian Br5, yaitu: 

 (     )  (    )(   )
   

Indeks detour graf berlian Br4 adalah: 

 (   )  
 

 
∑    

  

     

 
 

 
          

4. Graf Berlian Br6 

Graf berlian Br6 dapat dilihat pada Gambar 5. 

 
Gambar 5 Graf berlian Br6 

Berdasarkan Gambar 5, matriks detour dari graf berlian Br6 adalah sebagai 

berikut: 

  (   )  

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                       
                       
                       
                       
                       
                       
                       
                       
                       
                       
                       
                       ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

Persamaan polinomial karakteristik graf berlian Br6, yaitu: 
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 (     )  (     )(    )
    

Indeks detour graf berlian Br6 adalah: 

 (   )  
 

 
∑    

  

     

 
 

 
           

Berdasarkan perhitungan polinomial karakteristik matriks detour pada graf 

berlian Br3, Br4, Br5, dan Br6, maka diperoleh tabel sebagai berikut: 

Tabel 1 Polinomial karakteristik matriks detour graf berlian Brn 

No Graf Berlian Polinomial Karakteristik 

1 Br3 (    )(   )  

2 Br4 (    )(   )  

3 Br5 (    )(   )  

4 Br6 (     )(    )   

Proposisi 3.1. Polinomial karakteristik matriks detour dari graf berlian Brn 

dengan n ≥ 3 dan n bilangan asli adalah 

 (     )  (  (    )
 )(  (    ))

    
 

Bukti. Graf berlian Brn dapat digambarkan sebagai berikut: 

 
Gambar 6 Graf Berlian Brn 

Berdasarkan Gambar 6, dapat dilihat graf berlian Brn memiliki simpul 

sebanyak 2n sehingga matriks detournya berukuran 2n × 2n. Matriks detour dari 

graf berlian Brn dengan n ≥ 3 dimisalkan   (   )  [   ] dan didefinisikan 

sebagai berikut: 

    {
             

          
 

2n x 2n 
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  (   )  

[
 
 
 
 

 (    ) (    )  (    )

(    )  (    )  (    )

(    )
 

(    )

(    )
 

(    )

 
 

(    )

 
 
 

(    )
 
 ]

 
 
 
 

  

Dari matriks   (   ), maka akan dicari polinomial karakteristiknya dengan 

menentukan     (   –     (   ))     

|
|

  (    )  (    )   (    )

 (    )   (    )   (    )

 (    )
 

 (    )

 (    )
 

 (    )

 
 

 (    )

 
 
 

 (    )
 
 

|
|
    

Selanjutnya, matriks     (   –     (   )) direduksi menjadi matriks segitiga atas 

sehingga diperoleh  

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  (    )  (    )  (    )   (    )

 
   (    ) 

 

 (    )(  (    ))

 

 (    )(  (    ))

 
 

 (    )(  (    ))

 

  
   (    )   (    ) 

  (    )

 (    )(  (    ))

  (    )
 

 (    )(  (    ))

  (    )

   
    (    )   (    ) 

   (    )
 

 (    )(  (    ))

   (    )

      

     
   (    )(    )  (    ) 

  (    )(    ) ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

   (     (   )) adalah hasil perkalian elemen diagonal utama dari matriks 

segitiga atas, maka diperoleh polinomial karakteristiknya, yaitu: 

 (     )  ( )  (    ))
    

 (  (    )(    ))  

Karena    (     (   ))   , maka 

   (     (   ))    

(  (    ) )(  (    ))
    

    

Dengan demikian, terbukti bahwa polinomial karakteristik matriks detour dari 

graf berlian Brn dengan n ≥ 3 adalah 

 (     )  (  (    )
 )(  (    ))
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Akibat 1. Spektrum detour dari graf berlian Brn dengan n ≥ 3 dan n bilangan asli 

adalah 

      (   )  [
(    )  (    )

 (    )
]. 

Bukti. Berdasarkan proposisi 3.1, diketahui bahwa polinomial karakteristik 

matriks detour adalah 

 (     )  (  (    )
 )(  (    ))

    
  

sehingga diperoleh nilai eigen    (    )
  atau     (    )   

Selanjutnya, akan dibuktikan bahwa untuk    (    )
  terdapat basis ruang 

eigen sebanyak 1. Solusi untuk    ((    )     (   ))    adalah 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
(    )  (    )  (    )  (    )   (    )

 
(    )  (    ) 

(    ) 
 (    )((    )  (    ))

(    ) 
 (    )((    )  (    ))

(    ) 
 

 (    )((    )  (    ))

(    ) 

  
(    )  (    )(    )   (    ) 

(    )  (    )

 (    )((    )  (    ))

(    )  (    )
 

 (    )((    )  (    ))

(    )  (    )

   
(    )   (    )(    )   (    ) 

(    )   (    )
 

 (    )((    )  (    ))

(    )   (    )

      

     
(    )  (    )(    )(    )  (    ) 

(    )  (    )(    ) ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
  
  
  
  
 

     
   ]

 
 
 
 
 
 

    

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
(    )  (    )  (    )  (    )   (    )

                 

  
(    )  (    )   (    )

    

 ((    )  (    ))

    
 

 ((    )  (    ))

    

   
(    )   (    )   (    )

    
 

 ((    )  (    ))

    

      

     
(    )  (    )(    )  (    ) 

(    )(    ) ]
 
 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
  
  
  
  
 

     
   ]

 
 
 
 
 
 

     

sehingga diperoleh 

(    )    (    )   (    )   (    )     (    )      

(      )                       

(    )  (    )   (    )

    
   

((    )  (    ))

    
     

((    )  (    ))

    
      

(    )   (    )   (    )

    
     

((    )  (    ))

    
      

(    )  (    )(    )  (    ) 

(    )(    )
       

Didapat        ,       ,                   . Misalkan      , maka 

vektor eigennya adalah 

  

[
 
 
 
 
 
 
   
   
   
   
 

      
    ]

 
 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 ]
 
 
 
 
 
 

  

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 ]
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Jadi, banyaknya basis ruang vektor eigen untuk    (    )
  adalah 1. 

Selanjutnya, akan dibuktikan bahwa untuk     (    ) terdapat basis ruang 

eigen sebanyak (    )  Solusi untuk    (( (    ))    (   ))    

adalah 

   

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 – (   –   )  (    )  (    )  (    )   (    )

 
(– (   –  ))  (    ) 

(– (   –  ))

 (    )((– (   –  )) (    ))

(– (   –  ))

 (    )((– (   –  )) (    ))

(– (   –  ))
 

 (    )((– (   –  )) (    ))

(– (   –  ))

  
(– (   –  ))  (    )(– (   –  ))  (    ) 

(– (   –  )) (    )

 (    )((– (   –  )) (    ))

(– (   –  )) (    )
 

 (    )((– (   –  )) (    ))

(– (   –  )) (    )

   
(– (   –  ))   (    )(– (   –  ))  (    ) 

(– (   –  ))  (    )
 

 (    )((– (   –  )) (    ))

(– (   –  ))  (    )

      

     
(– (   –  ))  (    )(    )(– (   –  )) (    ) 

(– (   –  )) (    )(    ) ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
  
  
  
  
 

     
   ]

 
 
 
 
 
 

 

   

[
 
 
 
 
 – (   –   )  (    )  (    )  (    )   (    )

      
      
      
      
      ]

 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
  
  
  
  
 

     
   ]

 
 
 
 
 
 

     

sehingga diperoleh 

 (    )   (    )   (    )   (    )     (    )      

 (    )   (    )   (    )   (    )     (    )    

                    

maka vektor eigennya adalah 

                

[
 
 
 
 
 
 
                        

  
  
  
 

     
   ]

 
 
 
 
 
 

 

   

[
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 ]
 
 
 
 
 
 

   

[
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 ]
 
 
 
 
 
 

   

[
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 ]
 
 
 
 
 
 

        

[
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 ]
 
 
 
 
 
 

    

[
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 ]
 
 
 
 
 
 

  

Jadi, banyaknya basis ruang vektor eigen untuk     (    ) adalah (    ). 

Dapat disimpulkan bahwa untuk    (    )
  terdapat 1 basis ruang vektor 

eigen dan untuk     (    ) terdapat (    ) basis ruang vektor eigen, 

maka terbukti bahwa spektrum detour dari graf berlian Brn adalah  
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      (   )  [
(    )  (    )

 (    )
]. 

Berdasarkan hasil perhitungan indeks detour dari graf berlian Br3, Br4, 

Br5, dan Br6, maka diperoleh tabel sebagai berikut: 

Tabel 2 Indeks detour dari graf berlian Brn 

No Graf Berlian  (   ) 

1      (   )  
 

 
          

2      (   )  
 

 
           

3      (   )  
 

 
            

4      (   )  
 

 
              

Dari Tabel 2 dapat dilihat bahwa bentuk umum indeks detour dari graf 

berlian Brn adalah sebagai berikut: 

Proposisi 2. Indeks detour dari graf berlian Brn dengan n ≥ 3 dan n bilangan asli 

adalah 

 (   )   (    )
  

Bukti. Berdasarkan matriks   (   ), jarak untuk setiap pasangan simpul    

adalah sebesar      sehingga          jika    . Perhatikan simpul i. 

Terdapat sebanyak      simpul yang berjarak sebesar      dari simpul i, 

sehingga untuk setiap simpul i dapat dihitung jumlahnya adalah (    ) . 

Diketahui bahwa jumlah simpul pada suatu graf berlian       , maka jumlah 

dari jarak semua pasangan simpul adalah  

∑    

  

     

   (    )  

Dengan demikian, terbukti bahwa indeks detour dari graf berlian Brn dengan n ≥ 3 

adalah 

 (   )   (    )
 . 
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4. KESIMPULAN DAN SARAN 

Berdasarkan uraian pada pembahasan sebelumnya, maka dapat diambil 

kesimpulan sebagai berikut: 

1. bentuk umum polinomial karakteristik matriks detour graf berlian (Brn) dengan 

n ≥ 3 adalah 

 (     )  (  (    )
 )(  (    ))

    
. 

2. bentuk umum spektrum detour graf berlian (Brn) dengan n ≥ 3 adalah 

      (   )  [
(    )  (    )

 (    )
]. 

3. bentuk umum indeks matriks detour graf berlian (Brn) dengan n ≥ 3 adalah 

 (   )   (    )
 . 

 Untuk penelitian selanjutnya dapat diteliti spektrum detour dan indeks 

detour pada jenis graf yang lain. 
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